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2В настоящей работе сформулирована вторая задача Стокса о поведении раз-
реженного газа, заполняющего полупространство. Плоскость, ограничивающая
полупространство, совершает гармонические колебания в своей плоскости. Ис-
пользуется кинетическое уравнение с модельным интегралом столкновений в
форме τ–модели. Рассматривается случай диффузного отражения молекул га-
за от стенки. Находятся собственные решения (непрерывные моды) исходного
кинетического уравнения, отвечающие непрерывному спектру. Изучаются свой-
ства дисперсионной функции. Исследуется дискретный спектр задачи, состоя-
щий из нулей дисперсионной функции в комплексной плоскости. Показано, что
число нулей дисперсионной функции равно удвоенному индексу коэффициента
задачи. Под коэффициентом задачи понимается отношение граничных значений
дисперсионной функции сверху и снизу на действительной оси. Далее находятся
собственные решения (дискретные моды) исходного кинетического уравнения,
отвечающие дискретному спектру.
В конце работы составляется общее решение кинетического уравнения в виде
разложения по собственным решениям с неизвестными коэффициентами, отве-
чающими дискретному и непрерывному спектрам.
Key words: the second Stokes problem, collisional gas, eigenvalue, eigenfunction,
characteristic equation, dispersion function, expansion by eigenfunctions.
PACS numbers: 05.20.Dd Kinetic theory, 47.45.-n Rarefied gas dynamics, 02.30.Rz
Integral equations, 51. Physics of gases, 51.10.+y Kinetic and transport theory of
gases.
1 Introduction
Задача о поведении газа над движущейся поверхностью в последние
годы привлекает пристальное внимание [1] – [17]. Это связано с развити-
ем современных технологий, в частности, технологий наноразмеров. В [2]
– [17] эта задача решалась численными или приближенными методами. В
настоящей работе показано, что эта задача допускает аналитическое ре-
шение. Аналитическое решение строится с помощью теории обобщенных
функций и сингулярных интегральных уравнений.
Впервые задача о поведении газа над стенкой, колеблющейся в своей
плоскости, была рассмотрена Дж. Г. Стоксом [1]. Задача решалась гид-
родинамическим методом без учёта эффекта скольжения. Обычно такую
3задачу называют второй задачей Стокса [2]–[9].
В последние годы на тему этой задачи появился ряд публикаций. В ра-
боте [2] рассматривается бесконечная колеблющаяся поверхность. Задача
рассматривается для любых частот колебания поверхности. Из кинети-
ческого уравнения БГК получено уравнение типа гидродинамического.
Рассматриваются гидродинамические граничные условия. Вводится ко-
эффициент, связывающий скорость газа на поверхности со скоростью
поверхности. Изотермическое скольжение не учитывается. Получен вид
графика зависимости силы трения на поверхности от частоты колебаний
поверхности. Показано, что в случае высокочастотных колебаний сила
трения, действующая на поверхность, не зависит от частоты.
В работе [10] получены коэффициенты вязкостного и теплового сколь-
жения с использованием различных модельных уравнений. Использова-
ны как максвелловские граничные условия, так и граничные условия
Черчиньяни — Лэмпис [11].
Наиболее близкая к решенной в первой и второй главах диссертации
[17] задача решена в статье [12]: рассматривается газовый поток над бес-
конечной пластиной, совершающей гармонические колебания в собствен-
ной плоскости. Найдена скорость газа над поверхностью и сила, действу-
ющая на поверхность со стороны газа. Для случая низких частот задача
решена на основе уравнения Навье — Стокса. Изотермическое скольже-
ние не учитывалось. Для произвольных скоростей колебаний поверхно-
сти задача решена численными методами на основе кинетического урав-
нения Больцмана с интегралом столкновений в форме БГК (Бхатнагар,
Гросс, Крук). При этом рассматривался только случай чисто диффуз-
ного отражения молекул от поверхности. Дано аналитическое решение
для случая колебаний высокой частоты. И в этом случае рассматривает-
ся только чисто диффузное отражение молекул от поверхности. В конце
второй главы диссертации [17] проведено сопоставление результатов, по-
лученных в статье [12] c результатами, полученными в диссертации [17].
Работа [13] является экспериментальным исследованием. Изучается
поток газа, создаваемый механическим резонатором при различных ча-
4стотах колебания резонатора. Эксперименты показывают, что при низ-
ких частотах колебаний резонатора, действующая на него со стороны
газа сила трения прямо пропорциональна частоте колебания резонато-
ра. При высоких частотах колебания резонатора ( 108 Гц) действующая
на него сила трения от частоты колебаний не зависит.
В последнее время задача о колебаниях плоской поверхности в соб-
ственной плоскости изучается и для случая неньютоновских жидкостей
[5] и [6].
В статье [14] рассматривается пример практического применения ко-
лебательной системы, подобной рассматриваемой во второй задаче Сток-
са, в области нанотехнологий.
Общим существенным недостатком всех упомянутых теоретических
работ по решению второй задачи Стокса является отсутствие учёта ха-
рактера взаимодействия с поверхностью, т.е. рассматривается только
случай полной аккомодации тангенциального импульса.
Коэффициент аккомодации тангенциального импульса является ве-
личиной, зависящей от состояния поверхности. И если в "естественном"
состоянии значение этой величины как правило близко к единице, то при
специальной обработке поверхности её значение можно уменьшить мно-
гократно [15], а значит и существенно изменить характер взаимодействия
поверхности с прилегающим газом.
В условиях стремительного развития вакуумных технологий и на-
нотехнологий, совершенствования авиационной и космической техники
весьма актуальным и целесообразным является развитие направления
исследований, связанного с определением влияния взаимодействия моле-
кул с поверхностью на перенос импульса в системе "газ – твёрдое тело"
при произвольном разрежении газа и установлением связи физических
свойств межфазной границы с макроскопическими газодинамическими
параметрами.
В диссертации [17] были предложены два решения второй задачи Сток-
са, учитывающие весь возможный диапазон коэффициента аккомодации
тангенциального импульса. Эти решения отвечают соответственно гид-
5родинамическому и кинетическому описанию поведения газа над колеб-
лющейся поверхностью в режиме со скольжением.
В предлагаемой серии работ вторая задача Стокса впервые решается
аналитически. При этом используются сингулярные интегральные урав-
нения с ядром Коши и обобщенные функции. Настоящая работа — пер-
вая из этой серии.
В п. 3 настоящей работы рассматривается постановка второй задачи
Стокса. Задача формулируется в общей постановке — с использовани-
ем граничных условий Максвелла (зеркально – диффузных граничных
условий). Далее задача будет рассматриваться только для диффузных
граничных условий. В качестве кинетического уравнения рассматрива-
ется линеаризованное кинетическое уравнение. Это уравнение получает-
ся путем линеаризации модельного кинетического уравнения Больцма-
на и интегралом столкновений в форме релаксационной τ–модели. Это
так называемое модельное кинетическое БГК (Бхатнагар, Гросс, Крук)
уравнение.
Пластина (плоскость), ограничивающая полупространство с разре-
женным газом совершает колебательные движения вдоль оси y. В каче-
стве граничных условий используются два условия. Одно из них — гра-
ничное условие вдали от стенки — требует исчезания функции h(x1, µ)
вдали от стенки. Второе условие — условие на стенке — вытекает из
требования диффузного отражения молекул от стенки. Требуется опре-
делить функцию распределения газовых молекул, найти скорость газа в
полупространстве и непосредственно у стенки, найти силу трения, дей-
ствующую со стороны газа на пластину, найти мощность диссипации
энергии пластины.
В п. 4 кинетическое уравнение упрощается путем представления функ-
ции распределения в виде произведения y–компоненты скорости молекул
газа на новую неизвестную функцию. При этом получается однопара-
метрическое семейство кинетических уравнений с чисто мнимым пара-
метром. Параметром уравнений служит безразмерная величина частоты
колебаний пластины. Эта величина ω1 = ω/ν = ωτ равна частоте колеба-
6ний пластины ω, деленной на величину частоты η столкновений молекул
газа, τ = 1/ν – время между двумя последовательными столкновениями
молекулы.
В п. 5 находятся собственные решения (непрерывные моды) исход-
ного кинетического уравнения, отвечающие непрерывному спектру. По-
следний совпадает с действительной положительной полуосью. Эти соб-
ственные решения находятся в пространстве обобщенных функций (рас-
пределений). Приводятся формулы Сохоцкого для дисперсионной функ-
ции задачи, являющейся основной в построенной теории. Дисперсионная
функция является кусочно аналитической функцией с действительной
осью в качестве линии скачков (разрывов).
В п. 6 исследуется дискретный спектр задачи, состоящий из нулей
дисперсионной функции в комплексной плоскости. Применяется прин-
цип аргумента из теории функций комплексного переменного. Показа-
но, что число нулей дисперсионной функции равно удвоенному индексу
коэффициента задачи. Под коэффициентом G(µ) задачи понимается от-
ношение граничных значений дисперсионной функции сверху и снизу на
действительной оси: G(µ) = λ+(µ)/λ−(µ). Выясняется, что существует
критическая частота
ω∗1 = max
0<µ<+∞
√
[Im λ+(µ)]2 − [Re λ+(µ)]2 ≈ 0.733,
такая, что при ω1 ∈ [0, ω∗1) индекс коэффициента задачи равен единице:
κ(G) = 1, а при ω1 ∈ (ω∗1,+0) индекс коэффициента задачи равен нулю:
κ(G) = 0. Таким образом, если ω1 находится первом (левом) регионе,
то дисперсионная функция имеет два комплексно – значных нуля, отли-
чающихся лишь знаками в силу четности дисперсионной функции. Если
параметр ω1 находится во втором (правом) регионе, то индекс задачи
равен нулю, т.е. дисперсионная функция комплексно – значных нулей не
имеет.
Далее находятся собственные решения (дискретные моды) исходного
кинетического уравнения, отвечающие дискретному спектру.
В конце работы составляется общее решение кинетического уравне-
7ния в виде суммы собственного дискретного решения, умноженного на
неизвестную постоянную, и интеграла по непрерывному спектру от соб-
ственных решений, отвечающих непрерывному спектру, умноженных на
неизвестную функцию. Эти неизвестные постоянная и функция называ-
ются соответственно коэффициентами дискретного и непрерывного спек-
тров. Эти неизвестные находятся из граничных условий. Этому вопросу
будут посвящены следующие наши работы.
2 Линеаризованное кинетическое уравнение для
задачи о колебаниях газа
Пусть разреженный одноатомный газ занимает полупространство x >
0 над плоской твердой поверхностью, лежащей в плоскости x = 0. По-
верхность (y, z) совершает гармонические колебания вдоль оси y по за-
кону us(t) = u0 cosωt.
Рассмотрим линеаризованное кинетическое уравнение
∂ϕ
∂t
+ vx
∂ϕ
∂x
+ ϕ(t, x,v) =
νm
kT
vyuy(t, x). (1.1)
В (1.1) ν = 1/τ – частота столкновений газовых молекул, τ – время
между двумя последовательными столкновениями молекул, m – масса
молекулы, k – постоянная Больцмана, T – температура газа, uy(x) –
массовая скорость газа,
uy(t, x) =
1
n
∫
f(t, x,v)d3v, (1.2)
n – числовая плотность (концентрация) газа. Концентрация газа и его
температура считаются постоянными в линеаризованной постановке за-
дачи.
Введем безразмерные скорости и параметры: безразмерную скорость
молекул: C =
√
βv (β = m/(2kT )), безразмерную массовую скорость
Uy(t, x) =
√
βuy(t, x), безразмерное время t1 = νt и безразмерную ско-
8рость колебаний пластины Us(t) = U0 cosωt, где U0 =
√
βu0 – безраз-
мерная амплитуда скорости колебаний границы полупространства. То-
гда уравнение (1.1) может быть записано в виде:
∂ϕ
∂t1
+ Cx
∂ϕ
∂x1
+ ϕ(t1, x1,C) = 2CyUy(t1, x1). (1.3)
Заметим, что для безразмерного времени Us(t1) = U0 cosω1t1.
В задаче о колебаниях газа требуется найти функцию распределения
f(t1, x1,C) газовых молекул. Функция распределения свзана с функцией
ϕ(t1, x1, Cx) соотношением:
f(t1, x1,C) = fM(C)
[
1 + ϕ(t1, x1, Cx)
]
, (1.4)
где
fM(C) = n
(β
pi
)3/2
exp(−C2)
– есть абсолютный максвеллиан.
Затем на основании найденной функции распределения требуется най-
ти массовую скорость газа, значение массовой скорости газа непосред-
ственно у стенки. Кроме того, требуется вычислить силу сопротивления
газа, действующую на колеблющуюся пластину, ограничивающую газ.
Подчеркнем, что задача о колебаниях газа решается в линеаризован-
ной постановке. Линеаризация задачи проведена согласно (1.4) по безраз-
мерной массовой скорости Uy(t1, x1) при условии, что |Uy(t1, x)| ≪ 1. Это
неравенство эквивалентно неравенству |uy(t1, x1)| ≪ vT , где vT = 1/
√
β
– тепловая скорость молекул, имеющая порядок скорости звука.
Величину безразмерной массовой скорости Uy(t1, x1) согласно ее опре-
делению (1.2):
Uy(t1, x1) =
1
pi3/2
∫
exp(−C2)Cyϕ(t1, x1,C)d3C. (1.5)
С помощью (1.5) кинетическое линеаризованное уравнение (1.3) запи-
сывается в виде:
∂ϕ
∂t1
+Cx
∂ϕ
∂x1
+ϕ(t1, x1,C) =
2Cy
pi3/2
∫
exp(−C ′2)C ′yϕ(t1, x1,C′) d3C ′. (1.6)
9Сформулируем зеркально–диффузные граничные условия, записан-
ные относительно функции ϕ(t1, x1,C):
ϕ(t1, 0,C) = 2qCyUs(t1) + (1− q)ϕ(t1, 0,−Cx, Cy, Cz), Cx > 0, (1.7)
и
ϕ(t1, x1 → +∞,C) = 0. (1.8)
Итак, граничная задача о колебаниях газа сформулирована полно-
стью и состоит в решении уравнения (1.6) с граничными условиями (1.7)
и (1.8).
Отметим, что к выражению (1.5) для безразмерной массовой скоро-
сти можно придти, исходя из определения размерной массовой скорости
газа (1.2). В самом деле, подставляя в (1.2) выражение (1.4), приходим
в точности к выражению (1.5).
3 Декомпозиция граничной задачи
Учитывая, что колебания пластины рассматриваются вдоль оси y, бу-
дем искать, следуя Черчиньяни [18], функцию ϕ(t1, x1,C) в виде
ϕ(t1, x1,C) = CyH(t1, x1, Cx). (2.1)
Тогда безразмерная массовая скорость (1.5) с помощью (2.1) равна
Uy(t1, x1) =
1
2
√
pi
∞∫
−∞
exp(−C ′2x )H(t1, x1, C ′x)dC ′x. (2.2)
С помощью указанной выше подстановки (2.1) кинетическое уравне-
ние (1.6) преобразуется к виду:
∂H
∂t1
+ Cx
∂H
∂x1
+H(t1, x1, Cx) =
1√
pi
∞∫
−∞
exp(−C ′2x )H(t1, x1, C ′x)dC ′x. (2.3)
Граничные условия (1.7) и (1.8) преобразуются в следующие:
H(t1, 0, Cx) = 2qUs(t1) + (1− q)H(t1, 0,−Cx), Cx > 0, (2.4)
10
H(t1, x1 → +∞, Cx) = 0. (2.5)
Следующим шагом одновременно осуществим комплексификацию ки-
нетического уравнения и выделим временную переменную, положив да-
лее:
H(t1, x1, Cx) = Re {e−iω1t1h(x1, Cx)} (2.6)
и
U0 cosω1t1 = Re {e−iω1t1U0}.
Теперь вместо (2.3) мы получаем комплексно–значное уравнение (урав-
нение относительно комплексно–значной функции h(x1, Cx)):
Cx
∂h
∂x1
+ (1− iω1)h(x1, Cx) = 1√
pi
∞∫
−∞
exp(−C ′2x )h(x1, C ′x)dC ′x. (2.7)
Граничные условия (2.4) и (2.5) переходят в следующие:
h(0, Cx) = 2qU0 + (1− q)h(0,−Cx), Cx > 0, (2.8)
и
h(x1 → +∞, Cx) = 0. (2.9)
Тогда безразмерная массовая скорость согласно (2.2) и (2.6) равна:
Uy(t1, x1) =
1
2
√
pi
∞∫
−∞
exp(−C ′2x ) Re {e−iω1t1h(x1, C ′x)}dC ′x. (2.10)
Мы получили граничную задачу, состоящую в решении уравенния
(2.7) с граничными условиями (2.8) и (2.9). Скорость газа согласно (2.10)
будет вычислена во второй части нашей работы.
4 Собственные решения непрерывного спектра
Перепишем граничную задачу (2.7), (2.8) и (2.9) в виде:
µ
∂h
∂x1
+ z0h(x1, µ) =
1√
pi
∞∫
−∞
exp(−µ′2)h(x1, µ′)dµ′, (3.1)
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где
z0 = 1− iω1,
и
h(0, µ) = 2qU0 + (1− q)h(0,−µ)dµ, µ > 0, (3.2)
h(+∞, µ) = 0. (3.3)
Граничная задача (3.1)–(3.3) будет рассмотрена в следующей части
нашей работы. Разделение переменных в уравнении (3.1) осуществляется
следующей подстановкой
hη(x1, µ) = exp
(
− x1z0
η
)
Φ(η, µ), (3.4)
где η – параметр разделения, или спектральный параметр, вообще гово-
ря, комплексный.
Подставляя (3.4) в уравнение (3.1) получаем характеристическое урав-
нение
(η − µ)Φ(η, µ) = η√
piz0
∞∫
−∞
exp(−µ′2)Φ(η, µ′)dµ′. (3.5)
Если ввести обозначение
n(η) =
1
z0
∞∫
−∞
exp(−µ′2)Φ(η, µ′)dµ′, (3.6)
то уравнение (3.5) может быть записано с помощью (3.6) в виде
(η − µ)Φ(η, µ) = 1√
pi
ηn(η), η ∈ C. (3.7)
Уравнение (3.7) является конечным (недифференциальным) уравнени-
ем. Условие (3.6) называется нормировочным условием, нормировочным
интегралом, или просто нормировкой.
Решение характеристического уравнения для действительных значе-
ний параметра η будем искать в пространстве обобщенных функций [6].
Обобщенное решение уравнения (3.7) имеет вид:
Φ(η, µ) =
1√
pi
ηn(η)P
1
η − µ + g(η)δ(η − µ), (3.8)
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где −∞ < η, µ < +∞.
Здесь g(η) – произвольная непрерывная функция, определяемая из
условия нормировки, δ(x) – дельта–функция Дирака, символ Px−1 озна-
чает главное значение интеграла при интегрировании x−1. Подставляя
(3.8) в (3.6), получаем уравнение, из которого находим
n(η)λ(η) = exp(−η2)g(η),
где λ(z) – дисперсионная функция, введенная равенством
λ(z) = 1− iω1 + z√
pi
∞∫
−∞
exp(−τ 2)dτ
τ − z .
Эту функцию можно преобразовать к виду: λ(z) = −iω1 + λ0(z), где
λ0(z) – известная функция из теории плазмы,
λ0(z) =
1√
pi
∞∫
−∞
e−τ
2
τdτ
τ − z .
Собственные функции (3.8) определены с точностью до мультипликатив-
ной "постоянной"n(η):
Φ(η, µ) =
[ 1√
pi
ηP
1
η − µ + exp(η
2)λ(η)δ(η − µ)
]
n(η). (3.9)
Собственные функции (3.9) называются собственными функциями непре-
рывного спектра, ибо спектральный параметр η непрерывным образом
заполняет всю действительную прямую.
Далее в силу однородности уравнения (3.1) можно считать, что
n(η) ≡ 1.
Таким образом, собственные решения уравнения (3.4) имеют вид
hη(x, µ) = exp
(
− x1
η
z0
)[ 1√
pi
ηP
1
η − µ + exp(η
2)λ(η)δ(η − µ)
]
. (3.10)
Собственные решения (3.10) отвечают непрерывному спектру харак-
теристического уравнения, ибо спектральный параметр непрерывным об-
разом пробегает всю числовую прямую, т.е. непрерывный спектр σc есть
вся конечная часть числовой прямой: σc = (−∞,+∞).
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По условию задачи мы ищем решение, невозрастающее вдали от стен-
ки. Поэтому далее будем рассматривать положительную часть непре-
рывного спектра. В этом случае собственные решения (3.10) являются
исчезающими вдали от стенки. В связи с этим спектром граничной зада-
чи будем называть положительную действительную полуось параметра
η: σproblemc = (0,+∞).
В заключение этого п. приведем формулы Сохоцкого для дисперси-
онной функции:
λ±(µ) = ±i√piµe−µ2 − iω1 + 1√
pi
∞∫
0
e−τ
2
τdτ
τ − µ .
Разность граничных значений дисперсионной функции отсюда равна:
λ+(µ)− λ−(µ) = 2√piµe−µ2i,
полусумма граничных значений равна:
λ+(µ) + λ−(µ)
2
= −iω1 + 1√
pi
∞∫
0
e−τ
2
τdτ
τ − µ .
Заметим, что на действительной оси действительная часть дисперси-
онной функции λ0(µ) имеет два нуля ±µ0, µ0 = 0.924 · · · . Эти два нуля
в силу четности функции λ0(µ) различаются лишь знаками.
Отметим, что на действительной оси дисперсионную функцию удоб-
нее использовать в численных расчетах в виде (см. [21])
λ0(µ) = 1− 2µ2
1∫
0
exp(−µ2(1− t2))dt, µ ∈ (−∞,+∞).
5 Собственные решения дискретного спектра
Разложим дисперсионную функцию в ряд Лорана по отрицательным
степеням переменного z в окрестности бесконечно удаленной точки:
λ(z) = −iω1 − 1
2z2
− 3
4z4
− 15
8z6
− · · · , z →∞. (4.1)
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Рис 1. Дисперсионная функция λ0(µ) на действительной оси.
Из разложения (4.1) видно, что при малых значениях ω1 дисперси-
онная функция имеет два отличающиеся лишь знаками комплексно–
значных нуля:
±η(0)0 (ω1) =
1 + i
2
√
ω1
.
Отсюда видно, что при ω1 → 0 оба нуля дисперсионной функции
имеют пределом одну бесконечно удаленную точку ηi = ∞ кратности
(порядка) два.
Из разложения (4.1) видно так же, что значение дисперсионной функ-
ции в бесконечно удаленной точки равно:
λ(∞) = −iω1.
Применим теперь принцип аргумента для нахождения нулей диспер-
сионной функции в верхней и нижней полуплоскостях. Этот подход яв-
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Рис 1. Мнимая часть дисперсионной функции λ+(µ) на действительной оси.
Кривые 1, 2, 3 отвечают значениям параметра ω1 = 0, 0.5, 1.
ляется наиболее общим.
Возьмем две прямые Γ±ε , параллельные действительной оси и отстоя-
щие от нее на расстоянии ε, ε > 0. Число ε выберем настолько малым,
чтобы все нули дисперсионной функции лежали вне узкой полосы, за-
ключенной между прямыми Γ+ε и Γ
−
ε .
Согласно принципу аргумента разность между числом нулей и числом
полюсов дисперсионной функции равно приращению ее логарифма:
N − P = 1
2pii
[ ∫
Γ+ε
+
∫
Γ−ε
]
d lnλ(z). (4.2)
В (4.2) каждый нуль и полюс считаются столько раз, какова их крат-
ность, прямые Γ+ε и Γ
−
ε проходятся соответственно в положительном и
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отрицательном напрвлениях. Ясно, что дисперсионная функция полюсов
не имеет, т. е. P = 0.
В пределе при ε→ 0 из равенства (4.2) получаем:
N =
1
2pii
∞∫
−∞
d ln
λ+(µ)
λ−(µ)
. (4.3)
Интеграл из (4.3) разобьем на два:
∞∫
−∞
d ln
λ+(µ)
λ−(µ)
=
∞∫
0
d ln
λ+(µ)
λ−(µ)
+
0∫
−∞
d ln
λ+(µ)
λ−(µ)
.
Во втором интеграле сделаем замену переменной: τ → −τ , при такой
замене имеем:
λ+(−τ) = λ−(τ), λ−(−τ) = λ+(τ).
Следовательно, второй интеграл равен первому. В самом деле,
0∫
−∞
d ln
λ+(µ)
λ−(µ)
= −
∞∫
0
d ln
λ+(−µ)
λ−(−µ) = −
∞∫
0
d ln
λ−(µ)
λ+(µ)
=
∞∫
0
d ln
λ+(µ)
λ−(µ)
.
Таким образом,
N =
1
pii
∞∫
0
d ln
λ+(µ)
λ−(µ)
. (4.4)
Рассмотрим теперь на комплексной плоскости семейство кривых Γ =
Γ(ω1) : z = G(t), 0 6 t 6 +∞, где
G(t) =
λ+(t)
λ−(t)
.
Нетрудно проверить, что
G(0) = 1, lim
τ→+∞
G(t) = 1.
Эти равенства означают, что кривые Γ(ω1) являются замкнутыми: они
выходят из точки z = 1 и заканчиваются в этой точке. Согласно (4.4)
имеем:
N =
1
pii
[
ln |G(τ)|+ i argG(τ)
]+∞
0
=
1
pi
[
argG(τ)
]+∞
0
.
17
Учитывая предыдущие равенства, отсюда получаем:
N =
1
pi
[
argG(t)
]+∞
0
= 2κ(G), (4.5)
или
N = 2κ(G),
где κ = κ(G) – индекс функции G(t) – число оборотов кривой Γ(ω1)
относительно начала координат, совершаемых в положительном направ-
лении.
Из формулы (4.5) видно, что
N =
1
pi
[
argG(+∞)− argG(0)
]
=
1
pi
argG(+∞), (4.6)
ибо argG(0) = 0.
Введем угол θ(µ) = argG(µ) – главное значение аргумента функции
G(µ), фиксированное в нуле условием θ(0) = 0.
Обозначим: s(µ) =
√
piµe−µ
2
. Выделим действительную и мнимую ча-
сти функции G(t):
G(t) =
λ0(µ)− iω1 + is(µ)
λ0(µ)− iω1 + is(µ) =
+
λ20(µ)− s2(µ) + ω21
λ20(µ) + [ω1 + s(µ)]
2
+ i
2λ0(µ)s(µ)
λ20(µ) + [ω1 + s(µ)]
2
.
Отсюда видно, что
Re G(µ) =
λ20(µ)− s2(µ) + ω21
λ20(µ) + [ω1 + s(µ)]
2
, Im G(µ) =
2λ0(µ)s(µ)
λ20(µ) + [ω1 + s(µ)]
2
.
(4.7)
Введем выделенную частоту колебаний пластины, ограничивающей
газ:
ω∗1 = max
06µ<+∞
√
−λ20(µ) + s2(µ) ≈ 0.733.
Эту частоту колебаний будем называть критической.
Покажем, что в случае, когда частота колебаний пластины меньше
критической, т.е. при 0 6 ω < ω∗1, индекс функции G(t) равен единице.
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Рис 3. Кривая Γ(ω1) является замкнутой и охватывает начало координат при
0 < ω1 < ω
∗
1. Индекс функции G(µ) равен единице, дисперсионная функция имеет
два комплексно–значных нуля.
Это означает, что согласно (4.6) число комплексно–значных нулей дис-
персионной функции в разрезанной комплексной плоскости с разрезом
вдоль действительной оси, равно двум.
В случае, когда частота колебаний пластины превышает критическую
(ω > ω∗1) индекс функции G(t) равен нулю: κ(G) = 0. Это означает, что
дисперсионная функция не имеет нулей в верхней и нижней полуплос-
костях. В этом случае дискретных (частных) решений исходное кинети-
ческое уравнение (3.1) не имеет.
Кривые Γ(ω1) согласно (4.7) определяются параметрическими урав-
нениями
Γ(ω1) : x = Re G(µ), y = Im G(µ), 0 6 µ 6 +∞. (4.8)
19
0.8 0.9 1.0
0.00
0.01
y
x
Рис 4. Кривая Γ(ω1) не охватывает начало координат при ω1 > ω
∗
1. Индекс функции
G(µ) равен нулю, дисперсионная функция имеет не имеет нулей в верхней и
нижней полуплоскостях.
При ω1 = 0 мы имеем случай, рассмотренный в [21]. В этом случае кри-
вая Γ(0) охватывает один раз начало координат. В самом деле, функция
λ0(µ) имеет единственный нуль µ0 ≈ 0.924 на действительной оси, при-
чем λ0(µ) > 0 при 0 6 µ < µ0 и λ0(µ) < 0 при µ0 < µ < +∞. Функция
y1(µ) = λ
2
0(µ)− s2(µ) имеет два нуля µ1 ≈ 0.447 и µ2 ≈ 1.493. При этом
y1(µ) > 0 при µ ∈ [0, µ1) ∪ (µ1,+∞), а при µ ∈ (µ1, µ2): y1(µ) < 0.
Теперь из соотношений (4.7) и (4.8) видно, что при изменении µ от 0
до µ1 кривая Γ(0) выходит из точки z = 1 и при µ = µ1 оказывается в
точке на мнимой оси с координатой
y(µ1) = Im G(µ1) =
2λ0(µ1)s(µ1)
λ20(µ1) + s
2(µ1)
> 0.
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Рис 5. Зависимость угла θ = θ(µ, ω1) от µ при различных значениях параметра ω1
при ω1 > ω
∗
1. Индекс функции G(µ) равен нулю. Приращение угла на полуоси равно
нулю. Кривые 1 и 2 отвечает значениям ω1 = 1 и ω1 = 1.5.
При этом кривая Γ(0) описывает дугу, лежащую в первой четверти. При
изменении µ от µ1 до µ0 кривая описывает дугу, лежащую во второй
четверти, и при µ = µ0 оказывается в точке на действительной оси с
координатой x(µ0) = −1. При измененении µ от µ0 до µ2 кривая Γ(0)
описывает дугу, лежащую в третьей четверти и при µ = µ2 оказывается
в точке на мнимой оси с координатой
y(µ2) =
2λ0(µ2)s(µ2)
λ20(µ2) + s
2(µ2)
< 0, y(µ2) > −1.
При дальнейшем изменении µ от µ2 до +∞ кривая Γ(0) лежит в чет-
вертой четверти и заканчивается в точке z = 1, описывая один оборот
вокруг начала координат.
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Рис 6. Зависимость угла θ = θ(µ, ω1) от µ при различных значениях параметра ω1
при 0 < ω1 < ω
∗
1. Индекс функции G(µ) равен единице. Приращение угла на
полуоси равно 2pi. Кривые 1 и 2 отвечает значениям ω1 = 0.5 и ω1 = 0.3.
Пусть теперь параметр ω1 изменяется в пределах от нуля до значения
ω◦1 = s(µ0) =
√
piµ0e
−µ20 ≈ 0.697. Теперь корни µ1 и µ2 уравенения
y1(µ, ω1) = λ
2
0(µ)− s2(µ) + ω21
становятся функциями параметра ω1: µ1 = µ1(ω1) и µ2 = µ2(ω1), причем
µ21(ω1) < µ2(ω1). Нетрудно понять, что семейство кривых Γ(ω1) охваты-
вает начало координат тогда и только тогда, когда для нулей µ1(ω1), µ2
и µ2(ω1) выполняется неравенство
µ1(ω1) < µ2 < µ2(ω1).
Точка µ2(ω1) не зависит от ω1, а при возрастании ω1 от 0 до ω
◦
1 точки
µ1(ω1) и µ2(ω1) сближаются навстречу друг другу. При ω1 = ω
◦
1 точки
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µ0 и µ2(ω1) совпадают. Это означает, что кривая Γ(ω
◦
1) проходит через
начало координат. Этому случаю можно приписать индекс Γ(µ0) = 1/2.
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Рис 7. Нули µ1(ω1) и µ2(ω1) функции y1(µ, ω1) при ω1 = 0.5;
µ1(0.5) = 0.543, µ2(0.5) = 1.158.
При дальнейшем возрастании ω1 от ω
◦
1 до ω
∗
1 точка µ2(ω1) сначала
перемещается влево от точки µ0, не зависящей от ω1, а далее точки µ1(ω1)
и µ2(ω1) совпадают:
µ1(0.733) = µ2(0.733) = 0.799.
Затем при ω > ω∗1 функция x(µ) становится положительной при всех
значениях µ, µ > 0. Итак, при 0 6 ω1 < ω
∗
1 индекс равен единице:
κ(G) = 1, а при ω > ω∗1 индекс равен нулю: κ(G) = 0. Это означает,
что при 0 6 ω1 < ω
∗
1 дисперсионная функция имеет два нуля, а при
ω1 > ω
∗
1 дисперсионная функция нулей в верхней и нижней помлексной
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полуплоскости не имеет.
При 0 6 ω1 < ω
∗
1 нули дисперсионной функции обозначим через η0(ω1)
и −η0(ω1). В силу четности дисперсионной функции ее конечные нули
различаются только знаками, имея одинаковые модули.
Таким образом, дискретный спектр характеристического уравнения,
состоящий из нулей дисперсионной функции, в случае 0 6 ω1 < ω
∗
1 есть
множество из двух точек σd(ω1) = {η0(ω1),−η0(ω1)}. При ω1 > ω∗1 дис-
кретный спектр — это пустое множество. При 0 6 ω1 < ω
∗
1 собствен-
ными функциями характеристического уравнения являются следующие
два решения характеристического уравнения:
Φ(±η0(ω1), µ) = 1√
pi
±η0(ω1)
±η0(ω1)− µ
и два соответствующих собственных решения исходного характеристи-
ческого уравнения (3.1):
h±η0(ω1)(x1, µ) = exp
(
− x1z0±η0(ω1)
) 1√
pi
±η0(ω1)
±η0(ω1)− µ.
Под η0(ω1) будем понимать тот из нулей дисперсионной функции, ко-
торый обладает свойством:
Re
1− iω1
η0(ω1)
> 0.
Для этого нуля убывающее собственное решение кинетического уравне-
ния (3.1) имеет вид
hη0(ω1)(x1, µ) =
1√
pi
exp
(
− x1z0
η0(ω1)
) η0(ω1)
η0(ω1)− µ.
Это означает, что дискретный спектр рассматриваемой граничной за-
дачи состоит из одной точки σproblemd = {η0(ω1)} в случае 0 < ω1 < ω∗1.
При ω1 → 0 оба нуля, как уже указывалось выше, перемещаются в
одну и ту же бесконечно удаленную точку. Это значит, что в этом слу-
чае дискретный спектр характеристического уравнения состоит из одной
бесконечно удаленной точки кратности два: σd(0) = ηi = ∞ и является
присоединенным к непрерывному спектру. Этот спектр является также
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и спектром рассматриваемой граничной задачи. Однако, в этом случае
дискретных (частных) решения ровно два:
h1(x1, µ) = 1, h2(x1, µ) = x1 − µ.
Составим общее решение уравнения (3.1) в виде суммы частного (дис-
кретного) решения, убывающего вдали от стенки, и интеграла по непре-
рывному спектру от собственных решений, отвечающих непрерывному
спектру:
h(x1, µ) =
a0
η0 − µ exp
(
− x1z0
η0
)
+
∞∫
0
exp
(
− x1z0
η
)
Φ(η, µ)a(η)dη. (4.9)
Здесь a0 – неизвестный постоянный коэффициент, называемый коэффи-
циентом дискретного спектра, a(η) – неизвестная функция, называемая
коэффициентом непрерывного спектра, Φ(η, µ) – собственные функции
характеристического уравнения, отвечающие непрерывному спектру и
единичной нормировке.
Разложение (4.9) можно представить в явном виде:
h(x1, µ) =
a0
η0 − µ exp
(
− x1z0
η0
)
+
+
∞∫
0
exp
(
− x1
η
z0
)[ 1√
pi
ηP
1
η − µ + exp(η
2)λ(η)δ(η − µ)
]
a(η)dη. (4.10)
Функция a(η) подлежит нахождению из граничных условий (3.2) и (3.3).
Разложение (4.10) можно представить в классическом виде:
h(x1, µ) =
a0
η0 − µ exp
(
− x1z0
η0
)
+
+
1√
pi
∞∫
0
exp
(
− x1z0
η
)ηa(η)dη
η − µ +exp
(
− x1z0
µ
+µ2
)
λ(µ)a(µ)θ+(µ), (4.11)
где θ+(µ) – функция Хэвисайда,
θ+(µ) =
{
1, µ > 0,
0, µ < 0
.
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Заключение
В настоящей работе сформулирована вторая задача Стокса — зада-
ча о поведении разреженного газа, занимающего полупространство над
стенкой, совершающей гармонические колебания. Рассматриваются диф-
фузные граничные условия. Используется линеаризованное кинетиче-
ское уравнение, полученное в результате линеаризации модельного кине-
тического уравнения Больцмана в релаксационном приближении. Отыс-
кивается структура дискретного и непрерывного спектров задачи. Нахо-
дятся собственные решения, отвечающие дискретному и непрерывному
спектрам. Составляется общее решение кинетического уравнения в виде
разложения по собственным решениям.
26
REFERENCES
[1] Stokes G.G. On the effect of internal friction of fluids on the motion of pendulums.
Trans. Cambr. Phil. IX, 8 A851), Math, and Phys. Papers III, 1–141, Cambridge,
1901.
[2] Yakhot V., Colosqui C. Viscoelastic–Elastic Transition in the "Stokes’ Second
Problem"in a High Frequency Limit. // arXiv:nlin.CD/0609061.
[3] Абрашкин А.А., Якубович Е.И. Вихревая динамика в лагранжевом описании.–
М.: ФИЗМАТЛИТ; 2006 г.; 175 стр.
[4] Шлихтинг Г. Теория пограничного слоя. М.: Наука, 1974, 712с.
[5] Asghar S., Nadeem S., Hanif K., Hayat T. Analytic solution of Stokes second
problem for second grade fluid, Math. Probl. Eng. V. 2006, Article ID 72468, 8
p.
[6] Ai L., Vafai K. An Investigation of Stokes’ Second Problem for Non-Newtonian
Fluids //Numerical Heat Transfer, Part A: Applications, V. 47, 2005, P. 955 - 980.
[7] Khan M., Anjum Asia, Fetecau C. On exact solutions of Stokes second problem
for a Burgers’ fluid, I. The case γ < λ2/4. // J. Appl. Math. and Phys. (ZAMP).
Published online: 26 August 2009.
[8] Graebel W.P. Engineering Fluid Mechanics. New York, Taylor & Francis, 2001, 676
p.
[9] Siewert C.E., Sharipov F. Model equations in rarefied gas dynamics: viscous–slip
and thermal–slip coefficients // Phys. Fluids. 2002. V. 14, No. 12, 4123-4129.
[10] Sharipov F. and Kalempa D. Gas flow around a longitudinally oscillating plate at
arbitrary ratio of collision frequency to oscillation frequency Rarefied Gas Dynamics:
25-th International Symposium, edited by M.S.Ivanov and A.K.Rebrov. Novosibirsk,
2007. P. 1140-1145.
[11] Cercignani C. and Lampis M. Kinetic models for gas-surface interactions//
Transport Theory and Stat. Phys. 1, 101-114 (1971).
[12] Karabacak D.M., Yakhot V., and Ekinci K.L. High–Frequency Nanofluidics: An
Experimental Study using Nanomechanical Resonators, Phys. Rev. Lett. 98, 254505,
2007.
27
[13] Cleland A.N., Roukes M.L. Ananometre–scale mechanical electrometer // Nature,
vol. 392, 1998, p. 160-162.
[14] Steinhell E., Scherber W., Seide M., Rieger H. Investigation on the interaction of
gases and well defined solid surfaces with respect to possibilities for reduction of
aerodynamic friction and aerothermal heating // Rarefied gas dynamics. Ed. J.L.
Potter. N.Y.: Acad. press, 1977. P. 589-602.
[15] Дудко В.В., Юшканов А.А., Яламов Ю.И. Влияние свойств поверхности на
характеристики сдвиговых волн// ЖТФ. 2005. Т. 75, вып.4, 134-135.
[16] Дудко В.В., Юшканов А.А., Яламов Ю.И. Генерация колеблющейся поверхно-
стью сдвиговых волн в газе// ТВТ. 2009. Т. 47. No. 2, 262-268.
[17] Дудко В.В. Скольжение разреженного газа вдоль неподвижных и колеблющих-
ся поверхностей, дисс., Москва, 2010. 108 стр.
[18] Черчиньяни К. Теория и приложения уравнения Больцмана, К. Черчиньяни -
М.: Мир, 1978.
[19] Жаринов В.В., Владимиров В.С. Уравнения математической физики, М.: Физ-
малит, 1999.
[20] Латышев А.В., Юшканов А.А. Аналитические методы в кинетической теории,
Монография. Изд-во МГОУ, М., 2008, 280 с.
[21] Latyshev A.V., Yushkanov A.A. Skin effect with arbitrary specularity in Maxwellian
Plasma// J. of Math. Phys. 2010. V. 51, P. 113505-1-113505-10, pp. 10.
[22] Latyshev A.V., Yushkanov A.A. Temperature jump in degenerate quantum gases
with the Bogoliubov excitation energy and in the presence of the Bose — Einstein
condensate // Theor. and Mathem. Physics, 165(1): 1359 – 1371 (2010).
[23] Ландау Л.Д., Лифшиц Е.М. Электродинамика сплошных сред. Теоретическая
физика. Т. VIII. М. Физматлит (2003), 656 с.
[24] Ландау Л.Д., Лифшиц Е.М. Гидродинамика. Теоретическая физика. Т. VI. М.
Физматлит (1987), 735 с.
